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SUPERFICIES. 

Una superfitie de revolution tiene la ecu at ion; 

x 2 + y 2 = lriz)J 2 gimurio en tdmo al eje / 

y 2 + 7? = [r(\)] 2 gi ran do en torno ai eje x 
+ 7 1 - lil y}] 2 girando en torno al eje y 

$ upetiities cuadra tic a s: 

Ax 2 4 By 2 4 CaT 4 Dxy 4 Em 4 Fyz 4 Gv + Hy 4 Iz 4 K - 0 

Se clasifkau en esferas, elipsoides. Iiiperholoides de una lioja, 
hiperboloides de 2 liojas, eilindm eliptico 0 circular recto, tilindro 
hiperbdlieo recto, cono recto, pnraltoloide eliptico, paralwloide 
hiperbolko. 

DERIVADAS PARCIALES 

Derivadas parcialesde 

d 1 , i (m) 

— 5 - t(x. yl - — — 
Sx 2 \dx, 

d 2 d ( df 

-f (x, y) - — — 

c\ry ' d\ \ dy 

orden superior: 

tin 5y 67 

"l 5 „ d J „ d (dt\ & . 

=^-f v = r„: ^rcx,y)=-- =-f, = f w 

^ £ 7 X qyrx dy 

Gradiente de /=f(x,yj V I (X, y) = ( f x , f y ) . Gradiente de 

Vf (x, y, Z) = ( f x , f r fj 

Si / - F(x + y}- 0, eutonces it 11 vector normal a la 

Superfitie /, esti dado por: 

VF(x,y, z) = (F Ki F y ,Fj 

La derivada directional de una fruition z=f(x,y), en la direction dd vector 
unitario u=(ii 1 ,n 2 ) en d punto fxo*yu) esla ctada por: 

D , f<* 0 . yj) =«• Vf(v y$ = 

= (u,,u,)-(f s (x 0 ,y 0 ), f y (x„, y ( ,)) 

Si la functon z=f(x,y), es diferenciable en el punto (x ( ),y Jt } 
eutonces: 

Az = dz = f x (x 0 , y 0 )dx+ f v ( x„, y„ )dy 

lit eeuaciOn del piano langente a la superfitie F(x,y,z)= 0 en el punto 
P=fro>yn*Zu) esti dada por: 

VF(x 0 , y 0 , zj • (x - y - y 0 , z - z,,) = 0 

Si la supeificie es z=f(x,y), Ja ecuaemu de! piano tangente en 
el punto P^fxi^yo,^) es: 

( Yo)- C(N. y (l h-i)*(x- x t>f y-y, P z-zJ = 0 

\ja ecuaciou de la recta normal a Ka superfitie F(x,y,z}= 0 en el punto 
P=(xo,^ 4 Zfl) esta dada por': 

x = *o + y^) i; y = y 0 + F y (x 0 , y 0 , ^ ) t; 2 = 4 + 3 ^) t 

Si la superfitie es z=f(x,y), Ja ecuation de la recta normal en 
el punto P=(x fe y 0 ,Zo) es: 

f s (x 0 .y n )t; y= y 0 - f/VYoH: z = z o+ l 

Para la superfitie $sf(x,y}, la difereuciaJ lotal de / es: 

. d?: , &z _ 

dz - —dx + —dv 
ax ay 

REG 1^4 DE LA CADENA {14 Version) 

Si z=f’(x*y) en donde x=x(t); y=y(t), eutonces: 

dz dz dx dz dy 

+ 

dt 5x dt 5y dt 

REGIA DE LA CADENA (2*. Vereidn) 

Si z=r(\.y) en domic x=gi(s,l); >=gi(s,l). ententes: 

6z dzdx dz dy dz dzdx dz dy 

<3s dx 5s 5y 5s 5r 8x dt dy dt 

DERIVACION IMPUCN A. Si F(x^)=0, en donde z=f{x,y), 
eutonces: 

3F dp 

5z__ F ,__ax . 

5x F r 5F ' 5y F r 5F 

dz dz 
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CRITERIO l>E LAS SEGUNDAS DERI VADAS PARA PI NTOS CRJ I ICOS DE KUNCIONES rf(x,y). 


Sea D= C s (xo,yo)f vv ( t\ v (x [h y<,), donde (\o,yo) es tm pun to crilko de z=f(x,y), ententes: 
E lVx (h v,|i Es un valor maxima relative* de z=r(x*y) si D>0 y f**(x*,y ft )<0 

2. f(\| h y 0 ) Es un valor mlnimo relativo de 5£sf(x ? y) si D>0 v f iA (Xo + y 0 )>0 

3. f(Xfl,y fl ) Es un pun to silla de z=r(x,y) si D<0 
4 ELCR1TI RIO NO DECIDE SI D=U 


MELTIPIJCADORES DE LAGRANGE* 

Sea z=f(x,y) y h(x,y)=c una Fmicion reslriccidn. Para maximwar (miniitiizar) a i sujete a la restriction h, se debera resolver el sisteina: 

SEA H (x* y, a) - f (x, y) + A(h( x* y) - c) 


S=0 ; gU 


rx 


3y 


dn 

ex 


= 0 


COORDENADAS CHINDffiCAS YESFERICAS. 


CIMNDRIO& tvM.y) 


x = rcos£?):y = rsen(0) :z - z: s + y = r :tf = 


r > 0; 0<0<2?r 


ran” 1 (y 


si x > 0, y £ 0 
si x <0 
2tt + tan U y x) >i x > 0, \ < 0 


x i tan 

:in 1 ! V 


ESJ ElRICAS <p &. 

x f*cm&)cQs.i(t); y pctistyji p > t), tl < 2n. 0 • 4* * n 

tan^y/s) X > 0. y > fl 

- /x’ + y J +- r ': ^ = cos _l (z/^0; # - < .«r +■ txwT^ y, x) si s < 0 

2jr+ syn Vyx) si x > 0, v < 0 


CAMBIO DE VARIABLE 

PO LARES jj f■(x, y)dx.dy = JJ f{ rc os{) h rsen ())) r drdO 


R 


Q 


CILINDRICAS : JjJf(x,y,z)dxdydz= jff f(reos() ),rsen# ).z) r drdO dz 


R 


ESFERICAS: JJJr(x T y,z)dxdydz=jj|f<p sen(cp)cos 0 ),p sen<§pL)seri$ ),p cos|p))i 2 sen(cp)dp dcp d() 
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SEA C UNA CURVA (EN EL PLANO O EN EL ESPACIO) DADA POR: 

r(t) = x(t)i + y(t) j CURVAEN EL PLANO 

r(0 - x(t)f + y(t) j + z(t)k CURVAEN EL ESPACIQ ENTONCES: 

VECTOR VE LOCI DAD v(t) = r'<t) 

ds 


RAPIDEZ vft) 


dt 


= (r’ft) 


VECTOR ACELERACIOJ a(t) = r"(t) = a r T(t) + a s N(t) 
VECTO RTANG ENTEUNITARIO Tit) = 

\m\ 


T’(t> 

T'(t)! 


VECTOR NORM ALP R1NCIPAUU NITARIO N(t) = 


VECTORBINORMAL B(t) = Tit) x N(t) 


COMPONENTS* DE LA ACELER ACICN a T = ait) Tit) = 


v(r)*a{t) d’s 


v(,) 


dt 1 


COMPONENTS DE LA ACELERACICN a N = a(t) • Nit) = Ja(t)f - af = ^ ^ 


V 


dt 


FORMULASPARALACURVA1TJRAEN ELPLANO 

|y 


.1 1 


K = 


K = 


x' y TT -y' x' 


C DADA POR y = f(x) 


C DADA POR x - x(r), y = y(t) 


fcxf+(y')‘T 

FORMULASPARALACURVATURAEN ELPLANOO EN EL ESPACIO 

K = E^l - k'(0*r"(0| 

N)|| |r’(t)f 

ait)-Nit) 

RECIJERDEQUE LASFORMULASCON PRODUCTOSVECTORIALB SOLOSE APLICAN ACURVAS 
EN EL ESPACIQ 


AREADELASUPERFICIE 

JjdS = jj U[i;(x,y)f+ [i„(x.y)fdA 


K 


IjONCITUD DE ARCO 


s = Jr’(t);!dt = J '[x 1 (t)f + [ y' iof + [z‘ (t ) Jdt 


INTEGRAL DE LINE.A DE UN CAMPO VECTORIAL (TRABAJO REALI2ADO) 

\ F dr = J F ■ Tds = j f- c x(t ). y(t h z(t)}■ r’tt kit 

C C n 

SJ P ES UN CAMPO VBCTOR1ALDE LAI ORMAF f x, y) - Mf t Nj Y C VfENE DADA POR 

r(t) = x(t)i4 yft)j ENTONCES |f -di =jNdy 

c c 

SJ F ES UN CAM P O VECTORIALDE LAFORMAF ( jl y. z) - Mi + Nj + Pk Y C VIENE DAD A POR 
r(\ ) = \(\ )f + yt.O i + z(r)k ENTONCES JF ■ dr = JMdx+ Ndy + Pdz 


c 
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[ INTEGRAL 1)1' LINE A 

SI C ESTADADAPOR t (!) = x(t)f + y(t)j 


SEA F(x.y)=Mi + Nj UN CAMPO VECTORIAL, F ES COXSERVAHVO SI 

6 ! M 5N 


J f(x. y)ds = j ffx(t).y(t))\ + [y'(t)] : dtj 


c 


SI C ESTADADAPOR r(Q ~ x(r)f + y(t)j + z|Ok 

tv __ 

J f(x,y.z)ds =| f (x(t), y(t),z(t»*J[x'(t)f +[y'ft)f + [z'(t)] z dt 


dy 8 k 

SEA F(x,y,zl= Mi + Xj+Pk t’N CAMPO VECTORIAL. E ES CONSERVATIVOSI 

J k 

ri J f > P AN 'l YAP AM \ J AN AM i 

= 0 


rot(F) = 


i 

8 


OX OW (7, 

MNP 


p 

- i 


rP (IN > 

* 

f dP f M ^ 


( *N <*M \ 

- — - 

- j 

— 

+ k 


dy dz j 


L dx &i } 


M dy J 


SEA F(x*v,i)= Ml + Nj + Pk UN CAMPO VECTORIAL LAS 
SIGUIEM'ES CONCLUSIONES SON EQUIVALENTS: 

L - F ES CON3ERVATOQ ESTQ ES F = Vf P ARAALGUNA f 

2. -|f <lr ES [NDEPENDIEsiTE DELCAMINO 

c 

3, - J" F ■ dr - 0 PARATODACURVA C CERRADA 

C 

AREADE UNA SUPERFICTE PARAMETRICA. 

AREA DE LA SUPURFICE= JJdS = jj r u x r,JlA 






DONDE : r 


dx n dy . dz * cx„ dy * dz - 

- — i + —-f — k , r = — 1 + — ? + — k 

Sti Dii du Bv Bv ‘ Bv 


SEA F{x*y>= Ml + Nj UN C AMPO VECTORIAL, SI F ES CONSERVAT 1 VO, 

entonces | F - dr J Vf - dr = f (x(b), y(b» - f (x(a). y(a)) 

c c 

DONDE f(x,y) ES UNA FUNCION POTENCIAL DF. F, ES DECIR: 

F(x, y) - Vf(x, y) 

■■■ 

SEA F(x.y>= Mi + Nj UN CAMPO VECTORIAL LA DIVERGENCIA DE F ES 

dM (IN 

divF(x, y) = 

ok dy 

SEA K(x,y,z)= Mi + Nj + Pk UN CAMPO VECTORIAL LA DIVERGENCIA DE F ES 

.. , GM 8N dP 

divF( x, y, z) = - + + 

8 k dy di 


TEOREMA DE GREEN 


m 

0M 

II 

< 

{ d\ 

ay 

} R 


C K 

J F ■ N ds = jj div(F) d A 


ror(F) ■ k i\A 


ft 


TEOREMA DE LA DIVERGENCIA (DE GAUSS). 
Relacioiui «na integral triple sobre una region sol Ida 
Q, con una integral de superfkie sabre la siiperflde fie 

Q 


Jj* F - N dS = jJTdiv(F)dV 


INTEGllALES DE SLPERF1CIE 


z= gOcy) 

ds = ^l + [g,(x,y)| ! +[g,(x,y)fdA 

J f(x,y. z)dS =J| Kx. y.g(x, y))jl + [gjx. y>] : -|g ^(x, y)| d A Forma eseaiar 

5 El 

j| F N dS = jjp [-g,{x,y) t -g,(x,y) j + k]d A F or \m vector!a 1 ( normaI ha ei a a t riba) 


k 


Forma parametrica 

jJf(x,y.z)dS = jJ l{ x(ll v), y(u, v), z{ iLv))dS Forma escalai 


D 


jjp ■ N dS = J|p ■ fr lt x r v jdA Forma vectorial 


K 


TEOREMA DE STOKES. 

Estate ece la relation e litre la integral de SLipertlcie sobre una snperilcie orientadn S y la integral de tinea sohre nna eurva espacial eerrada que eonstituye el 
horde de S. 


j F • dr = [j(rot.(F))- N dS 












































